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1- INTRODUCTION

Théorie de linterpolation: approximation de f(z) par une fonction

f(z) réalisant un certain nombre de conditions.

» A partir de données (z;, f(z;)), qui sont par exemple des
mesures, reconstruire la fonction f(z) “au mieux”. But : prédire
la fonction f(z) pour les valeurs = ou on ne dispose pas de
mesures.

» Interpolation polynémiale globale: interpolée de Lagrange.
TOUTES les mesures infuencent la fonction interpolée f(x) en
tout x.

» Interpolation polynémiale par morceaux: interpolé de type spline.
La fonction f(z) est influencée au point z seulement par les
mesures (z;, f(z;)) avec z; proche de z.

Plus difficile: interpolation des surfaces. Chercher une fonction
interpolante f (z,y) qui passe par des points mesurés
(w4, yis [0, yi))-
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Théorie de I'approximation: Approcher une fonction d’un espace
abstrait par une fonction d’'un espace concret.

Exemple: approximation de L2[0, 1] par les fonctions affines par
morceaux sur une grille fixée.

Théorie abstraite de I'approximation: Partie de I'analyse fonctionnelle.
Exemple: Théoréme de projection sur un convexe fermé dans un
espace de Hilbert.

Théorie concrete de I'approximation: Construire un algorithme de
calcul de la meilleure approximation quand elle existe.

Exemple: Assemblage et résolution numérique du systeme linéaire
correspondant a une approximation de type moindres carrés.

Jean-Pierre CROISILLE - Laboratoire LMAM 1-Interpolation



Références:

» M-J-D. Powell: Approximation theory and methods, Cambridge
Univ. Press, (1981)

R. Kress: Numerical Analysis, Springer, (1997)
G. Hammerlin, K-H. Hoffmann: Numerical Mathematics, (1988)

v

v

v

P.J. Davis: Interpolation and Approximation, Dover (1975)

v

J. Barranger: Introduction a I'analyse numérique, Hermann
(1997)

M. Schatzman: Analyse numérique: une approche
mathématique Dunod (2001)

v

Jean-Pierre CROISILLE - Laboratoire LMAM 1-Interpolation



2- INTERPOLATION DE LAGRANGE: DEFINITION

But: approximation de f, continue sur [a, b] par un polynéme
p € Pyla,b],

p(m):Zcixi,angb (1
i=0

Collocation en n 4 1 points distincts
a<zo<rT1<..<Tp_1<zTn <Db:

f(zi) = p(zi) (2)
Théoreme A
Il existe un unique polynéme p € Py, [a, b] vérifiant (2), qui est

p(x) = flax) le(x) (3)
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Démonstration:

Il est évident que le polyndme p(x) convient. Si un second polynéme
q(z) convient, alors p — g est de degré n et possede n + 1 racines,
distinctes, donc il est nul. [

Théoreme B

Si f € C("tV[a,b] et sip est son polynéme d’interpolation de
Lagrange aux points z;, alors l'erreur e(x) = f(x) — p(x) est telle que
pour tout z € [a, b], il existe {(x) € [a,b] tel que

n

) fD(E) (5)

e(z)

FO
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Démonstration:

En appliguant le théoréme des valeurs intermédiaires par récurrence,
on montre que si la fonction g € C"*Y[a, b] s’annule en (n + 2) points
distincts de [a, ], alors sa dérivée d’ordre (n + 1) posséde au moins,
un zéro dans [a, b].

Premier cas:

Si le point z coincide avec l'un des z;, alors e(z;) = 0 et

H — ;) (€)= e(a) (6)

d’ou l'identité entre les deux termes.
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Deuxieéme cas:
Si x # x;, on considére la fonction

ﬂ),a<t<b (7)

Xr — Ty

o(0) = 16 =)~ o) [T (

ge C VI ab], g(x) =0 et g(z;)=0,i=0,...n (8)
donc il existe ¢ € [a, b] tel que ¢" 1) (¢) = 0. On a

(n+1) (n 1) &
") = f 1210 Gy (D! 9
et .
g (E) = 0= e(x) © (10
:0
[ |
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3- EXEMPLE DE RUNGE ET POINTS DE
TCHEBYCHEFF

Exemple de Runge:

! <z<5 (11)

f@) =177 5=

On examine l'erreur au voisinage de -5 et 5 aux points
Tp-12=5-2,avecz; = -5+10L,i=0,...n. On observe que

lim Hf(xn—1/2) - fn(xn—l/2)”oo = +00 (12)

n—-+o0o
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n f(xn71/2) p(xn71/2) 6(33,1,1/2)
2 0.138 0.760 —0.621
10 | 0.047059 1.579 —1.532
20 | 0.042440 —39.953 39.995

Table: Explosion de I'erreur entre fonction de Runge et son interpolé de
Lagrange quand n — +oo.

Explication: c’est le terme prod(z,,—1/2) = [\ o(2n—1/2 — ;) dans
lerreur e(z,,—1,2) qui est responsable de I'explosion de 'erreur. Ce
n'est pas f("*t1)(¢). La quantité |e (z) / f*+1 ()] reste & peu prés

constante si on observe I'erreur aux points z = 472,

1 =20,1,...20. Un reméde est le suivant : il faut choisir les points

d’interpolation trés concentrés aux extrémités de l'intervalle.
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Evaluation de

prod(x H T — ;) (13)
7=0

z | f(z) | px) e(z) prod(x)
0.25 | 0.941 | 0942 | —0.001314 | 2.05 (6)
1.75 | 0.246 | 0.238 0.0077 | -6.56 (6)
4.75 | 0.0424 | —39.952 | 39.994 | -7.27 (10)

Table: Comportement de prod(x)
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rouge=fonction de Runge, vert=interpolee de Lagrange
T T

12 T T T T

Données de Lagrange:
x=[-5:2:5];
f =Runge(x) ;



-05 L L

rouge=fonction de Runge, vert=interpolee de Lagrange
T T T T T

Données de Lagrange:
x=[-5:1:5];
f =Runge(x) ;
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rouge=fonction de Runge, vert=interpolee de Lagrange
10 T T T T T T T

Données de Lagrange:
x=[-5:0.5:5];
f =Runge(x) ;



rouge=fonction de Runge, vert=interpolee de Lagrange
T T

2 T T T T T

_05 I I I I I I I I I

Données de Lagrange:
x=[-5 -4.5 -4 -3.5 -3 -1 1 3 5];
f =Runge(x) ;



Points de Tchebycheff: Une fagon d’améliorer la qualité du résultat
est de choisir les points d’interpolation de Tchebycheff. Les
polyndmes de Tchebycheff sont définis par

T, (cos ) = cos (n ) (14)
c’est a dire
T, (z) = cos(n Arccosz) , —-1<x<1 (15)

Le polynéme de Tchebycheff T,,(z) s’obtient en développant cos (n 6)
en puissances de cos ¢ et en remplagant cos 6 par z. La relation
trigonométrique

cos ((n 4+ 1)8) + cos ((n — 1)0) = 2cos O cos(n 0) (16)
donne sur T,,(z) la relation de récurrence

Thii(z)=22T, () — Thor () , -1<z<1 (17)
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Lintérét est le suivant : le maximum de T;, (z) = cos(n ), x = cos¥,
est 1. Donc si on choisit les points z; tel que

n

[[(@ —2:) = multiple de 7,11 (), (18)

=0

alors les z; sont nécessairement les racines de T, 41(x).
On en déduit que

_ Q-+ Dm\ .
$¢—COS<W> ;7 1=0,1,...n (19)

Ladaptation a un intervalle quelconque se fait par

o 2(n—4)+Dr o
a:l—/\+ucos( 200 +1) ,1=0,1...n (20)
avec \ et u choisis tel que
1 1
)\:E(a—i—b);uza(b—a) (21)
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rouge=fonction de Runge, vert=interpolee de Lagrange

1 T T T N T T T
/A

[\
09k : . . J

08 / 1

07t B

05l Vo S
04} / \ g

03 s 4\ 1

Données de Lagrange: Points de Tchebycheff avec n = 4
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rouge=fonction de Runge, vert=interpolee de Lagrange

1 T T T N T T T
/A

[
09k : ; : J

08 / 1

07 “J‘ ‘x“ |

05l R ‘ S
04} / \ g
03} / \ :

02 / X . . J

Données de Lagrange: Points de Tchebycheff avec n = 10
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rouge=fonction de Runge, vert=interpolee de Lagrange

09+ “g‘ ‘\“ N B B 4
08} ! 1

07k B

o5l o]
04f [ § ]
03} / \ 1

02 2 ) B . 4

Données de Lagrange: Points de Tchebycheff avec n = 20
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4- ALGORITHME DE NEWTON, DIFFERENCES
DIVISEES

Le calcul effectif de p(z), interpolant les données (z;; f;), 0 <i <mn,
par la formule

p(e) = frli(z) (22)
k=0

n’est pas a priori trés bon.
Notion de complexité arithmétique: On évalue en fonction du nombre
de points n du nombre d’opérations nécessaires pour réaliser le
calcul. Si z est fixé,

» Calcul de I;(z): O(n). Entout pour k = 1, .., n: O(n?).

» Assemblage de p(z) = >} _, fx lk(z) : O(n) .
En tout O(n?) opérations.

Jean-Pierre CROISILLE - Laboratoire LMAM 1-Interpolation



Définition ( Différences divisées de Newton)
Le coefficient de ™ dans le polynéme de Lagrange p(x) est noté

flzo, x1,. .. zn] (23)

et s'appelle la différence divisée d’ordre n des données
(s, fi)o<i<n-Ona

p(x) =Y fili(x) (24
k=0
donc (wx)
n f T
L ] 25
Tlwo....aa] g [Ti—0 jur (T — 25) “
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Théoreme C

Sif e CMla,b] etz;, 0<i<n sontn+ 1 points distincts de [a, b],
alors il existe & dans le plus petit intervalle contenant tous les points
i, 0 <i<n tel que

£

n!

flro, x1...xn] =

(26)

Démonstration:

Soit e(x) = f(z) — p(z) € C™[a,b]. Onae(z;) =0, i=0...n. Donc
il existe ¢ € I tel que e(™(¢) = 0, c’est & dire f(")(¢) = p(™)(¢). Ceci
équivaut encore, puisque n! f[zo,...z,] = p™(¢) &

floos ] = = FO() @7)
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Principe du calcul effectif de p(x): Soit = un point fixé. On évalue f(z)
a partir d’un grand nombre de données (z;, f;),i=0...m. En
général, il est inutile de calculer le polynéme de Lagrange global de
degré m. Les théoremes B et C suggerent que I'erreur

e(z) = f(Z) — pn(Z) est du type

H z — ;) mo, T .. .xn+1} (28)

On range les z; de sorte que |z — z;| soit une suite croissante. On
évalue p,(z) quand n augmente. A partir d’'un certain n I'adjonction
des z; additionnels ne sert plus a rien. On a intérét a calculer d’'une
fagon générale une suite de valeurs py(z) avec k qui augmente et
d’'observer le comportement de cette suite.
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Le calcul pratique de pi(z) est donné par

Théoreme D
Sip, € Py estle polynéme d’interpolation de Lagrange défini par

alors le polynéme py..1 € P11 défini par les conditions
pk+1(l‘¢):f(l‘¢), iZO,l...k,k—Fl (30)

est le poynéme

k
Pr+1 () {H T — }f[xo,arl...xk+1],a§x§b (31)
7=0
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Démonstration:
Soit ¢ € P41 le polyndbme qui interpole (x; f(z;)),7=0...k+ 1. On
a

q(zi) —pea(zi) =0 , i=0,1...k (32)

De plus le coefficient de z**! dans p;1(x) est le méme que dans
q(z), donc q — pr+1 € Py, et possede k + 1 zéros, donc g — pr+1 = 0. W
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On en déduit par récurrence la formule d’évaluation de p,,(z)

pn(ﬂf) = f(xo) + (33 - 330) f[xo, 3?1] =+ (33 - xo)(x - 331) f[xo, 1, 332]
+ ...—|—[H(az—mj)}f[xo,xl...xn],agxgb
=0

Le calcul effectif des f[zo, 1 ... zx] est donné par :

Théoreme E
La différence divisée dordre k + 1 flx;, xj41,...zj4k41] €St reliée

aux différences divisées d’ordre k flxji1,...,Tj1kt1]
etflz;, ..., zj1k] parla formule
Tjtl,y ... Tf — e Tk
TR B LA R ) S R SR )

Tjtk+1 — Tj
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Démonstration:

Soit pi , qx € Pr des polyndmes qui interpolent respectivement les
valeurs (z;, f(z;))i=14,...,j + ket

(zi, f(zs))i=37+1,...,5+ k+ 1. Alors le polyndbme py1 défini par

() = (z — 25) (@) + (Tjk+1 — ) pi() a<az<b (34)

Tj+k+1 — Tj

vérifie les deux conditions

Pr+1 € Pry1
. . 35
{pk+1($¢)—f($i)aZ—J,--~7J+k+1 (39)

donc le coefficient de z**+! dans py1(z) est

flzgszjen, s xjpen] = flog, w00, Tjnga]
f[xj+1, . {,Cj+k+1] — f [xj, .. .xj+k]

Tj+k+1 — Ty

car f[xjt1,---, 71141 €st le coefficient de z* dans ¢, et
flzj,...,zj4k] estle coefficient de z* dans py. [ |
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Organisation du calcul des différences divisées de Newton

z | flz] = f(z)

o f[xo]

T f[xl] f[xo, xl]

) fl2] flz1, 2] | flzo, o1, 22]

3 fls] flao, @3] | flan, @2, 23] | flwo, 22, 32, 23]
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Organisation du calcul des différences divisées de Newton

Exemple:
T 01 02| 03| 04| 05

f(z) | 1.40 | 1.56 | 1.76 | 2.00 | 2.28
x| flz] = f(=)
0.1 1.40

.56—1.40 __

02 20 103%_(1)';6 -1 2.0-1.6
0.3 1.76 26'03:10:726 =20 02:34_7021 =20
0.4 2.00 26.2%10'2.3() =24 g_g:g% =201 0.
0.5 2.28 55 o2 —28 | 5655=20]0.|0
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5- INTERPOLATION DE HERMITE

Données:
» les points x;,i =0,...,m

f@),i=0,1...,m
{f(j)(xi)’j_o,l...,li i=0,1....m %9

>

On a donc I; + 1 informations en chaque point z;, ce qui donne n + 1
coefficients inconnus avec

m

n+1=> (li+1) (37)

=0

On cherche donc un polynéme interpolé p(z) € P,,.
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Théoreme F

Si les x; sont des points distincts de [a, ] et si

fO(x;),i=0,1...,1; i=0,1...,m sontdes valeurs données, alors
il existe un unique poynéme p € P,, tel que

p(j)(mi) = f(j)(xi),j =0,1...,0; 1=0,1...,m (38)

Démonstration:

On cherche p(z) = Y"1, c;z". les conditions (38) forment un systeme
linéaire en les ¢;, qui est carré par définition de n. Il suffit donc de
vérifier que la matrice est inversible, c-a-d que si le second membre
dans (38) est nul, alors le vecteur ¢ = [co, c1, . . ., ¢4]T = Ognis .Mais p
est nécessairement un multiple de

[T — )t (39)
=0
Puisque z"*! intervient dans ce produit, on a p = 0. |
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Extension de l'algorithme de Newton a l'interpolation de Hermite

Exemple:
x 16 | 1.7 | 18
f(z) | 0.08 | 0.06 | 0.04
f'(x) | —0.25 —0.13
v | f(=@)
1.60 | 0.08
1.60 | 0.08 —0.25
L70 | 0.06 | 46048 — 02 | 3928 — 05
1.80 | 0.04 | %2090 — 0.2 0.0 —2.5
1.80 | 0.04 —0.13 =0B3402 — 07 | 35 | 32423 =300
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Calcul du polynéme de Hermite par différences divisées:

Théoreme G

Soit f(x) une fonction donnée aux points z;,i = 0,1,...,n avec
répétition eventuelle. On suppose que si x; intervient k + 1 fois, alors
les f)(z;), j =1,2,...,k sont aussi donnés. Supposons que le
polynéme p(x) soit calculé par la méthode de Newton généralisée de
la fagon précedente, alors p(z) est le polynéme de Hermite
correspondant aux données.
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Démonstration:

Soit p*(x) le polyndme de Hermite, défini de fagon unique au
théoréme précédent. On montre que p = p*. On a f(x;) = p* ().
Soit e > 0 fixé. On fixe des & distincts tels que

|z; — & <e,i=0,1,...,n. (rappel: les z; sont comptés avec
répétition). On peut supposer que f(z) est le polyn6me de Lagrange
aux points &;. Dans le tableau de Newton pour le polynéme f(z), on
a fl&, €41, - - &rnra]- Mais cecivaut fEF)(€)/(k +1)! par le
théoréme C, avec € € [¢;, & +xk+1], ce qui entraine § € [z; — e, z; + €.
On constate donc que chaque terme du tableau pour f converge
quand ¢ — 0 vers le terme correspondant du tableau pour p. Comme
le polynébme f(z) est indépendant de ¢, on en déduit que f(z) = p(z),
par identité polynomiale. [
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Exercices

» Vérifier la formule donnant le polynéme de Lagrange dans le
théoreme A.

v

Détailler le raisonnement par récurrence pour le théoréme B.

» Montrer que les zéros de T),1(x) sont les
2(n—1i)+ 1)m .
= MU TR =01, .. 4
x cos( 20+ 1) i=0 n (40)

v

Vérifier tous les détails de la preuve du théoreme E.
Vérifier tous les détails de la preuve du théoreme G.

v
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